
Věta 1 (Brooksova). Bud’ G souvislý graf ruzný od úplného grafu a liché

kružnice. Pak existuje obarveńı G pomoćı ∆(G) barev.

D̊ukaz. Označme si ∆ = ∆(G). Dokažme nejprve tvrzeńı pro ∆ ≤ 2. Pokud
∆ = 1, tak G je K2 a věta plat́ı, pokud ∆ = 2, tak G je cesta nebo kružnice, z
nichž nejsou dvoubarevné pouze liché kružnice a věta také plat́ı.

Necht’ ∆ ≥ 3 a předpokládejme, že G = (V, E) je protipř́ıklad věty s nej-
menš́ım počtem vrchol̊u. G tedy neńı uplný a jeho barevnost je ∆+1. Ukažme ne-
jprve, že G muśı být 2-souvislý. Pokud by v G existovala artikulace a, pod́ıvejme
se na každou z komponent Gi grafu G− a. Pokud komponenta Gi neńı úplným
grafem nebo lichou kružnićı, existuje jej́ı obarveńı pomoćı ∆ barev. V opačném
př́ıpadě je δ(Gi) = ∆(Gi) (kružnice resp. úplný graf maj́ı stupně všech vrchol̊u
stejné), a protože alespoň jeden vrchol komponenty Gi je v G spojen s a, je
∆(Gi) < ∆(G) a tedy každá komponenta G− a je ∆-obarvitelná. Protože však
v každé komponentě Gi může mı́t a nejvýše ∆ − 1 soused̊u, můžeme jednotlivé
komponenty obarvit tak, aby v žádné z nich neměl soused vrcholu a barvu ∆.
G je tedy obarvitelné ∆ barvami, což je spor.

Nyńı tedy v́ıme, že náš protipř́ıklad G muśı být 2-souvislý. Rozdělme situaci
na 2 př́ıpady: bud’ existuj́ı vrcholy v, w takové, že nejsou spojeny hranou a
zároveň jsou řezem v G, nebo nikoli. Pokud existuj́ı, rozdělme komponenty grafu
G − {v, w} na dvě (neprázdné) části a do obou přidejme vrcholy v a w. Tyto
části si označme V1 a V2 a uvažme indukované podgrafy G1 resp. G2 grafu G na
V1 resp. V2. Protože G1 i G2 nejsou úplné (mezi v a w nevede hrana), ale zároveň
je ∆ ≥ 3, vždy existuj́ı ∆-obarveńı graf̊u G1 a G2. Ted’ nás ještě jednou čeká
rozebrat dva následuj́ıćı př́ıpady. Pokud se stane, že mezi všemi ∆-obarveńımi
G1 existuje obarveńı c1 takové, že c1(v) 6= c1(w), a zároveň existuje ∆-obarveńı
c2 grafu G2, že c2(v) 6= c2(w), umı́me přejmenovat barvy tak, aby barva v byla
v obarveńıch c1 i c2 stejná a totéž pro w. Spojeńım těchto obarveńı źıskáváme
∆-obarveńı G. BÚNO tedy můžeme předpokládat, že takové c1 neexistuje. To
však nutně znamená, že v i w maj́ı v G1 alespoň ∆ − 1 soused̊u, a tedy v G2

má v i w souseda pouze jednoho. ∆ ≥ 3, proto snadno nalezneme ∆-obarveńı
G2 takové, že oba vrcholy i v G2 dostanou stejnou barvu. Proto i tentokrát
můžeme obarveńı po vhodné permutaci barev spojit na celé G a obarvit ho tak
∆ barvami.

Situace je tedy jasná, pokud má být G protipř́ıklad, tak žádná dvojice vr-
chol̊u, které nejsou spojeny hranou, nemůže být řezem v G. Vyberme si libo-
volný vrchol u stupně ∆. Protože G neńı uplný, existuj́ı nějaćı jeho sousedé
v, w, mezi nimiž nevede hrana. {v, w} nemůže být řez, proto graf G − {v, w}
je souvislý, a proto existuje nějaká jeho kostra T . T je strom, zakořeňme si ho
tedy v u. Přidělme vrchol̊um v a w barvu jedna a následně rozeb́ırejme strom
T odspodu a dávejme jeho vrchol̊um prvńı volnou barvu. Vyjma kořene T (u)
má každý takový vrchol nejvýše ∆ − 1 obarvených soused̊u, takže si s ∆ bar-
vami vystač́ıme. A i na u jedna barva z ∆ barev zbude, nebot’ nejvýše ∆ − 2
barev blokuj́ı sousedi z T a vrcholy v a w blokuj́ı barvu jedna. I v posledńım
př́ıpadě jsme tedy úspěšně obarvili G pomoćı ∆ barev, což je spor s t́ım, že jeho
barevnost je ∆ + 1. Brooksova věta je tak dokázána.


