Véta 1 (Brooksova). Bud G sowvisly graf ruzny od tiplného grafu a liché
kruznice. Pak existuje obarveni G pomoci A(G) barev.

Dikaz. Oznacme si A = A(G). Dokazme nejprve tvrzeni pro A < 2. Pokud
A =1, tak G je Ky a véta plati, pokud A = 2, tak G je cesta nebo kruznice, z
nichz nejsou dvoubarevné pouze liché kruznice a véta také plati.

Necht A > 3 a predpoklddejme, 7ze G = (V, E) je protipiiklad véty s nej-
mensim po¢tem vrcholu. G tedy neni uplny a jeho barevnost je A+1. Ukazme ne-
jprve, ze G musi byt 2-souvisly. Pokud by v G existovala artikulace a, podivejme
se na kazdou z komponent G; grafu G — a. Pokud komponenta G; neni tplnym
grafem nebo lichou kruznici, existuje jeji obarveni pomoci A barev. V opacném
pripadé je §(G;) = A(G;) (kruznice resp. Gplny graf maji stupné vsech vrcholu
stejné), a protoze alespon jeden vrchol komponenty G; je v G spojen s a, je
A(G;) < A(G) a tedy kazdd komponenta G — a je A-obarvitelnd. Protoze viak
v kazdé komponenté G; muze mit a nejvyse A — 1 sousedu, muzeme jednotlivé
komponenty obarvit tak, aby v zddné z nich nemél soused vrcholu a barvu A.
G je tedy obarvitelné A barvami, coz je spor.

Nyni tedy vime, ze nés protipiiklad G musi byt 2-souvisly. Rozdélme situaci
na 2 piipady: bud existuji vrcholy v, w takové, Ze nejsou spojeny hranou a
zaroven jsou fezem v G, nebo nikoli. Pokud existuji, rozdélme komponenty grafu
G — {v,w} na dvé (neprézdné) ¢ésti a do obou pfidejme vrcholy v a w. Tyto
¢asti si oznaéme V4 a Vo a uvazme indukované podgrafy G resp. G, grafu G na
V1 resp. V. Protoze G i G nejsou uplné (mezi v a w nevede hrana), ale zdroven
je A > 3, vidy existuji A-obarveni grafi G; a Ga. Ted nas jesté jednou &ekd
rozebrat dva nésledujici piipady. Pokud se stane, ze mezi véemi A-obarvenimi
G existuje obarveni ¢; takové, ze ¢1(v) # c1(w), a zdroven existuje A-obarveni
co grafu Ga, Ze ca(v) # c2(w), umime piejmenovat barvy tak, aby barva v byla
v obarvenich ¢ i ¢g stejnd a totéz pro w. Spojenim téchto obarveni ziskdvame
A-obarven{ G. BUNO tedy muzeme predpokladat, ze takové ¢; neexistuje. To
v8ak nutné znamend, ze v i w maji v G alespon A — 1 sousedu, a tedy v Go
mé v i w souseda pouze jednoho. A > 3, proto snadno nalezneme A-obarveni
G4 takové, ze oba vrcholy i v Go dostanou stejnou barvu. Proto i tentokrét
muzeme obarveni po vhodné permutaci barev spojit na celé G a obarvit ho tak
A barvami.

Situace je tedy jasnd, pokud ma byt G protiptiklad, tak zadna dvojice vr-
cholu, které nejsou spojeny hranou, nemuze byt fezem v G. Vyberme si libo-
volny vrchol u stupné A. Protoze G neni uplny, existuji néjaci jeho sousedé
v, w, mezi nimiz nevede hrana. {v, w} nemuze byt ez, proto graf G — {v,w}
je souvisly, a proto existuje néjaka jeho kostra T'. T je strom, zakofenme si ho
tedy v u. Pfidélme vrcholum v a w barvu jedna a nésledné rozebirejme strom
T odspodu a ddvejme jeho vrcholum prvn{ volnou barvu. Vyjma kofene T' (u)
mé kazdy takovy vrchol nejvyse A — 1 obarvenych sousedu, takze si s A bar-
vami vystacime. A i na u jedna barva z A barev zbude, nebot nejvyse A — 2
barev blokuji sousedi z T' a vrcholy v a w blokuji barvu jedna. I v poslednim
piipadé jsme tedy dspésné obarvili G pomoci A barev, coz je spor s tim, Ze jeho
barevnost je A + 1. Brooksova véta je tak dokézéna. O



