Véta (Tutte-Bergeho formule). Bud G = (V, E) graf, o/ (G) velikost nejvétsiho
pdrovdind v G, odd(G) pocet lichjch komponent G a pro libovolnou mnoZinu
vrcholi S necht G\ S znaci indukovany podgraf G vrcholy V' \ S. Potom plati
ndsledugici:

20/ (G) = fqncux} [V]+ S| — odd(G \ S)

Dukaz. Nerovnost < je jednoduché. Pro libovolnou mnozinu S, pokud graf G\ S
obsahuje [ lichych komponent, potom libovolné parovani v G neobsahuje alespon
I —|S| vrcholu (konkrétné v alespon [ — |S] lichych komponentédch G\ S zbyde
alespoii jeden nepokryty vrchol).

Druhd nerovnost (>) je ponékud tézsi, dokdzeme ji indukei dle poctu vr-
choli G. Pokud G neobsahuje zddny vrchol, je (ne)rovnost trividlné splnéna.
Predpokladejme tedy, ze G je neprazdny. Nasim tkolem je nalézt S C V', ze
dvakrat pocet hran nejvétsiho parovani (neboli pocet pokrytych vrcholi) bude
roven |V| +|S| —odd(G \ S). Rozlisme nyni nésledujici dva ptipady:

1. existuje vrchol v takovy, ze kazdé nejveétsi parovani G obsahuje (pokryva)
vrchol v,

2. takovy vrchol neexistuje, neboli pro kazdy vrchol v existuje nejvétsi parovani
M, takové, ze v neni pokryt v M,,.

V prvnim pifpadé pouzijme indukci na G’ := G'\v. Z indukénfho predpokladu
ziskdvdme mnozinu S’ takovou, ze 2o/ (G') = |V'|4|S'| — 0odd (G’ \ S’). Polozme
S = 5" U {v}; tvrdime, ze S je ndmi hledand mnozina vrcholu pro G. Z
predpokladu na v vime, ze /(G) = /(G') + 1, coz spolu s |V| = |V/| + 1,
[S| =|S’| + 1 a faktem, ze G’ \ S’ je izomorfni s G \ S potvrzuje, ze S je presné
ta mnozina, kterou jsme hledali.

V druhém ptipadé ani indukei pouzit nemusime, situaci totiz vyresime po-
moci nasledujiciho lemmatu.

Lemma (Gallaiovo). Bud G souvisly graf takovy, Ze pro kaZdy vrchol v ezistuje
nejvétsi parovani M, takové, Ze v neni pokryt v M,. Potom po odebrani libo-
volného vrcholu z grafu G vznikly graf obsahuje perfekini pdarovint, jinymi slovy
tedy 20/ (G) = |V(G)| — 1. Specidlné tedy G ma lichy pocet vrcholi.

Odlozme dukaz lemmatu na konec tohoto spisku a podivejme se nejdiive,
jak z néj plyne dukaz véty. To je snadné, protoze neexistuje zadny vrchol v,
ktery by byl ve vSech nejvétsich parovanich G, mizeme na kazdou z komponent
G pouzit Gallaiovo lemma. Z néj vyplyva, ze kazda takova komponenta je lichd
a existuje v ni parovani, které pokryva vsSechny jeji vrcholy vyjma jednoho
(dokonce libovolného). Vidime tedy, ze 2a/(G) = |V| — odd(G). Stadi tedy volit
S := () a dukaz véty je tim hotov.

Zbyva tedy dokazat slibené lemma.Uvazme néjaké nejvétsi parovani M v
G a necht pro spor nepokryva dva vrcholy w a v. Ze vSech moznych voleb M
zvolme takové, ze vzdalenost u a v je nejmensi moznd; G je souvisly, takze tato
vzdalenost je vzdy konecnd. Zaroven M je nejveétsi, takze tato vzdalenost je



alesponi dva a proto existuje w libovolny vnitini vrchol (néjaké) nejkratsi cesty
mezi v a v. Z minimality volby u a v je w v M pokryt. Nicméné z piredpokladu
lemmatu vime, ze existuje nejvétsi parovani M, takové, ze w neni pokryto.
Protoze M minimalizovalo vzdélenost u a v, vSimnéme si, ze v i v jsou v M,
pokryty.

Uvazme nyni podgraf H C G s hranami urc¢enymi symetrickou diferenci hran
M a M,,. To je kolekce (sudych) cykla a cest, na kterych se stiidaji hrany z
M a M,,. Protoze u,v a w jsou obsazeny v pravé jednom parovani M resp.
M,,, maji u,v i w v H stupen jedna. Jsou to tedy zacatky stiidavych cest.
Uvazme stiidavou cestu zac¢inajici ve vrcholu w, ktery je nepokryt v M,,. Tato
cesta nutné konci konci ve vrcholu, ktery neni pokryt v M, jinak bychom jeji
alternaci ziskali parovani o jedna vétsi nez je M,,. Nicméné tento konec nemuze
byt zdroveni u a zaroven v, proto alternaci této cesty ziskdme pdrovani M’,
které mé stejnou velikost jako M, (tedy je nejvétsi). Avsak M’ nepokryvd w a
alespon jeden vrchol z dvojice u,v. Obé vzdélenosti u a w resp. v a w jsou vSak
kratsi nez vzdalenost u a v, coz je spor s volbou M. O



