Kombinatorika a grafy III — 2. série domacich tukolua

Pro ziskani zapoctu je potieba z kazdé série domacich tukolu vyresit spravné alespon
1/3 tloh. Studenti kombinovaného studia, kteti se netcastni cviceni, pottebuji z kazdé série
vytesit alespon 2/3 tiloh. Redeni vysdzené pomoci programu uréeného pro sazbu matema-
tiky (napr. TEX) zasilejte do ttery 3.1. 15:39 na email wvolec@kam.mff.cuni.cz, ptipadné
ho muzete odevzdavat osobné na cviceni (pak samoziejmé muzete odevzdat feseni na-
psané rukou; durazné vsak zadam o nezasilani fotek /scanu rukou psaného reseni emailem).
Budete-li mit jakykoli dotaz k zadani, ozvéte se mi na vySe uvedeny email.

Znaceni a definice pouzivané v této sérii:

Pro graf G = (V, E) tekneme, ze rozklad (Vp, Vi, Vs, ..., V}) tvoii e-regularni rozklad
jeho mnoziny vrcholu, pokud plati

o Vol <elV]a|V| =1|V;| pro kazdé 1 <i,j <I,
e viechny az na el? dvojic (V;, V) pro 1 < i,j <1 tvoif e-reguldrn{ pér.

Déle pro e-reguldrni rozklad (Vp, Vi, Va,...,V)) grafu G a cislo d € [0, 1] definujme
e-rozkladovy graf R s hrani¢ni hustotou d nasledujicim zpusobem:

o V(R =l ={1,2,....1}

e {i,j} € E(R) prave tehdy kdyz dvojice (V;, V) tvoii e-regularni pér, a pocet hran
mezi V; a V; v G je alespon d - |V;||V;|. Jinymi slovy, (V;, V;) ma hustotou alespon d.

Pro libovolny graf G definujme jeho s-nafouknuti jako graf G, ktery vznikne z G na-
hrazenim kazdého jeho vrcholu nezavislou mnozinou velikosti s a kazdé jeho hrany uplnym
bipartitnim grafem K. Jinymi slovy, V(Gs) = V(G) x [s] a {(u,1), (v,j)} je hrana G
pravé tehdy, kdyz {u, v} je hrana G, i € [s] a j € [s].

Uloha 1. Varianty Removal lemmatu.

a) Pro kazdy bipartitni graf H dokazte Removal lemma pro H, tj. ze ke kazdému ¢ > 0
existuje § > 0 takové, ze pokud G obsahuje méné nez on!! kopif grafu H, tak lze v G
najit mnozinu hran X, |X| < en?, takovou, ze G bez X neobsahuje H jako podgraf.

b) Dokazte Removal lemma pro tplny graf na péti vrcholech (K5), tj. ze ke kazdému
e > 0 existuje 6 > 0 takové, Ze pokud G obsahuje méné nez dn’ kopii grafu Ks, tak
Ize v G najit mnozinu hran X, | X| < en?, takovou, ze G bez X neobsahuje K5 jako
podgraf.
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Uloha 2. Regularity lemma je (témér) trivialni pro vidké grafy.

a)

b)

c)

Dokazte, ze pro kazdé € > 0 existuje d > 0 takové, ze kazdy bipartitni graf s obéma
partitami velikosti n/2 a s nejvyse dn? hranami tvoif e-regularni par.

Dokazte, ze pro kazdé € > 0 existuje d > 0 takové, ze kazdy graf na n vrcholech a s
nejvyse dn? hranami obsahuje nejvyse en vrcholi stupné alespoi en.

bud’ C nekone¢nd tiida graft, kde kazdy graf z C na n vrcholech ma nejvyse c(n) - n?

hran pro néjakou funkci ¢(n) spliujici lim,, o, ¢(n) = 0. Bez pouziti SRL ukazte, ze
pro kazdé ¢ > 0 a k € N existuje K € N a nyg € N takové, ze kazdy graf z C na
alespon ng vrcholech mé e-regulédrni rozklad na [ ¢asti, kde k <[ < K.

Uloha 3 (*). Vnorovani grafi s omezenym mazimdlnim stupném.

a)

Ukazte, ze pro kazdé d > 0 a A € N existuje ¢y := eo(d, A) takové, ze pro libovolné
m € N a e < gqg plati, ze

N =

o 14 - m>ec-m a
° ((d—a)A—Ae)-mZ%dA-m.

Dokazte, ze pro dand d > 0, A € N a e < g¢(d, A), kde ¢ je stejné jako v ¢asti (a),
plati nasledujici. Pokud

e G je graf, (Vo,V1,...,V)) jeho e-regularni rozklad a m := |V;| = ... = |V}],
e R prislusny e-rozkladovy graf G s hrani¢ni hustotou d,
e R, s-nafouknuti R pro s < %dA -m,

e H libovolny podgraf R, s maximalnim stupném A(H) < A,

potom H je podgraf G.

Hint: Libovolné usporddejte vrcholy H a po jednom je vnorujte do G. Ke kazZdému
dosud nevnotrenému vrcholu H si udriujte seznam moznych kandidati v G, kteri jsou
konzistentni s dosud vnorenou c¢dsti H. Pri vnorovani néjakého vrcholu v € H vyberte
vrchol z jeho kandiddtské mnoZiny. Ten je potreba zvolit Sikovné, aby se kandiddtské
mnoziny pro sousedy v, kteri budou vnoteni aZ po v, prilis nezmensily.

Pomoci SRL vyvodte z ¢ésti (b), ze pro kazdé d > 0, A € N a e < gy(d, A) existuje
C = C(d,A,¢e) takové, ze plati nasledujici. Ma-li graf G alespon Cn vrcholu a
pro néjaky jeho e-regularni rozklad obsahuje prislusny e-rozkladovy graf s hrani¢ni
hustotou d graf Ka,; jako podgraf, potom G obsahuje vSechny grafy H s n vrcholy
a maximalnim stupném A jako podgrafy.



